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PREFAZIONE. 




Questo breve lavoro era già venuto alla luce una prima 
volta, accompagnato da una Memoria del mio amico Felice 
Casorati, in certa occasione solenne, che fu vera festa di 
famiglia per gli amici del Direttore dell’ Istillilo politecnico 
milanese (1" giugno p. p.). Ora lo ristampo senz’aggiunte, 
all’ infuori di qualche lieve emenda, in edizione più mo- 
desta, a comodità de’ giovani allievi dell' Istituto che deb- 
bono seguire il corso di statica grafica. 

L’argomento di queste, poche pagine, cioè l'uso de' me- 
todi geometrici per determinare le tensioni e le pressioni 
nelle travature reticolari sottoposte a dati sistemi di forze 
esterne, avrebbe meritato uno svolgimento più ampio; ed 
infatti, era mia intenzione di far succedere una seconda 
parte a quell’ unica che, a cagione del giorno fisso, potè 
allora essere stampata. Ma anche adesso F attuazione del 
proposito è impedita da altri ostacoli, sicché ni’ è forza ri- 
mandarla ad altra occasione. 

Milano, 12 agosto 1872. 

!.. C. 
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1 . 


È notissima la teoria delle figure reciproche nello spazio che 
si deduce dalla considerazione di uu sistema di forze applicate 
ad un corpo rigido e libero, l’er un punto qualunque iU dello 
spazio passano infiniti assi, rispetto a ciascuno de’ quali il mo- 
mento del sistema è nullo; ed il luogo geometrico di tali assi è 
un piano che Mdmt s (*) chiama Nullebene del punto ili. Vi- 
ceversa, un piano qualsivoglia p. contiene infiniti assi di mo- 
mento nullo, i quali tutti concorrono in uno stesso punto ili , 
detto da Mdmus il Nullpunct del piano p.. Invece di Nullpunct 
e di Nullebene io dirò polo e piano polare. 

Per tal modo, ad ogni punto ili dello spazio corrisponde un 
piano p. passante per ili, e viceversa ad ogni piano |* corrisponde 
un punto HI situato in p.. Se il polo ili si muove in un dato 
piano a, il piano polare passa costantemente per un punto 


(*) Ueber eine besondere Art dualer Verhiiltniate zwiachcn Figurtn im 
llaume nel Giornale di Creile (Berlin 1833), t. 10, p. 371; e Leìtr- 
buch der Statile (Leipzig 1837), t. I, p. 144. Cfr. Staudt, Geometrie der 
Lage (Niirnbcrg 1847), p. Itti ; — lìutoscin, Statica dei natemi di forma 
invariabile (Milano 1859), p. 38. — Veggasi la Nota in fine di qucBto 
opuscolo. 
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fisso clic è il |»ilo ili /. ; o viceversa, il luogo ilei poli ili tutt’i 
piani passanti por un punto 3 è un piano «, polare iti 31. 

Se il polo percorro una retta, il piano polare gira intorno 
ail un'altra rotta. Duo retto cosi fatte ilicpnsf coujugate o 
reciproche; ciascuna ili esse è mi un tempo il luogo ilei poli 
de’ piani passanti por l’altra e l’ inviluppo de’ piani polari de’ 
punti doli' altra. Si sa olio il djto sistema può in infinite ma- 
niere essere ridotto a due forzo; scolta ad arbitrio la linea di 
aziono di una di esse, la linea d’azione dell’altra riesce univo- 
camente determinata, giacché le due linee d'azione devono es- 
sere rette coujugate. 


Ad un fascio di piani paralleli corrispondono come poli i punti 
di una rotta di direzione determinata; vale adiro, ad una rotta 
situata a distanza infinita è coniugata una retta il cui punto 3 
all’infinito ò il polo del piano aH’infinito. A tutt’i fasci di piani 
paralleli corrispondono di tal guisa tutte le rette (fra loro pa- 
rallele) passanti per 3: fra queste ve n’è una, detta asse cen- 
trale del sistema, elio è perpendicolare al corrispondente fascio 
di piani paralleli. 

In altre parole: ogni retta parallela all’asse centrale ha la 
sua conjugata a distanza infinita; ogni piano parallelo all’asse 
centrale ha il suo polo all’ infinito. 


3. 


A due rette coniugate qualsivogliauo compete la seguente 
proprietà: la loro minima distanza è una retta che sega or- 
togonalmente l'asse centrale. Donde segue che, se si projet- 
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tano le due rette reciproche parallelamente all’asse 
centralo e sopra un piano perpendicolare al detto 
asse, le due projezioni saranno rette parallele. 

4 . 

Facilmente si riconosce che: 

1. " a più rette r dello spazio, le cui projezioni coincidano 
in una sola retta, corrispondono rette r', le cui projezioni sono 
coincidenti o parallele, secondochè le r (necessariamente con- 
tenute in un piano parallelo all’asse centrale) siano o non siano 
parallele; 

2. ” a più rette r dello spazio, le cui projezioni siano pa- 
rallele, corrispondono rette r', le cui projezioni sono coincidenti 
o parallele, secondochè le r (necessariamente parallele ad uno 
stesso piano per l’asse centrale) sono parallele o no. 


Suppongo orizzontale l’asse centrale, e denomino ortogra- 
fico il piano di projezione, che incontrerà l’asse centrale nel 
proprio polo. Posta in questo punto l’origine degli assi dello 
coordinate rettangolari .r, y, z, l’ultimo de’ quali coincida col- 
l’asse centrale, la suesposta legge di corrispondenza reciproca 
sarà espressa dalle seguenti formole. Il punto x t y { e { e il polo 
del piano 

*'J\ — !) x ì + * (*— ■ e \ ) = 
dove le è una costante. Viceversa, al piano 
a.i: + hy -f- rz 4- <1 = 0 
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corrisponde il polo 

kb ha 

c 9 c 

E la retta 

ax + by + c =0 
yx + qy -\- T3 — 0 
è conjugata all’altra retta 

ax-r-by + c' =() 
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Dirò reciproci due poliedri, se i vertici del primo souo i 
poli delle facce del secondo, così che anche le facce del primo 
saranno porzioni de’ piani polari de’ vertici del secondo, e gli 
spigoli dell’uno saranno ordinatamente conjugati agli spigoli 
dell’altro. 

Siccome ogni polo giace nel rispettivo piano polare, così cia- 
scuno de’ due poliedri reciproci ò simultaneamente inscritto e 
circoscritto all’altro. Per es. siano 21 6 CD i vertici di un te- 
traedro, a £ ” S le facce del tetraedro reciproco; i piani a, p, y, H 
passano pei rispettivi poli 21, 6, C, D: ed i vertici pyò,y*S, 
afiS, 7,'fiy giacciono ne’rispettivi piani polari lì C D. C21D, 
210B, 21UC. 

Projettinsi ora i due poliedri sul piano ortografico; le proje- 
zioni saranno due figure dotate di proprietà reciproche. Ad 
ogni lato della prima figura corrisponderà un lato parallelo 
della seconda, due lati corrispondenti essendo le proiezioni di 
spigoli coujugati de’ due poliedri. Se l’un poliedro ha un angolo 
solido, nel cui vertice concorrano m spigoli, l’altro avrà una 
faccia poligonale di m lati; epperò, considerando le due figure 
ortografiche, se nell’ una vi sono m lati divergenti da un punto 
o nodo, gli m lati corrispondenti nell’altra saranno i lati di 
un poligono chiuso. 

In un poliedro, ogni spigolo è comune a due facce e unisce 
due vertici; ogni faccia ha almeno tre spigoli, ed anche in 
ogni vertice concorrono almeno tre spigoli ; dunque in ciascuna 
delle due ligure ortografiche, ogni lato sarà comune a due po- 
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Ugnili e congiungerà due nodi, in ogni nodo concorreranno al- 
meno tre lati , come ogni poligono avrà tre o più lati. 

Supposto die l’un poliedro, epperò anche l’altro, sia sem- 
plicemente connesso, la somma dei numeri de vertici e 
delle facce supererà di 2 il numero degli spigoli, secondo il no- 
tissimo teorema di E CLERO. Dunque , se la prima figura orto- 
grafica lm p nodi, p' poligoni ed s spigoli, sarà 

p+p'—s- f-2. 

La seconda figura avrà p' nodi , p poligoni ed s rette. 


7. 


Se l’un poliedro ha un vertice all' infinito, all’altro spetta 
una faccia perpendicolare al piano ortografico, e viceversa; cioè, 
se una delle due figure ortografiche ha un vertice all’ infinito, 
l'altra contiene un poligono, tuffi lati del quale cadono in una 
stessa retta; e viceversa. 

Se pel primo poliedro, il punto 3 all’infinito dell’asse cen- 
trale è il vertice comune ad n facce, l’altro poliedro avrà nel 
piano all’infinito una faccia poligonale di n lati. In questo caso, 
la prima figura ortografica ha p — 1 nodi , p‘ — » poligoni ed 
s—n rette; e la seconda (prescindendo dalla retta all'infinito) 
ha p — 1 poligoni, p' — « nodi ed s — « rette: dove i numeri 
p, p\ s s’ intendono ancora legati dalla relazione p + p'—s -\- 2. 

». 

Questi diagrammi reciproci, che si ottengono come pro- 
iezioni ortografiche di due poliedri reciproci, s’incontrano per- 
via diretta nella statica grafica. La proprietà meccanica dei 
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diagrammi reciproci è espressa «lai seguente teorema, dovuto 
all’ illustre prof. CbEKK Maxwei.i. (*): 

.. If forces represented in magnitudo hy tho linea of a figure lia 
inado to act between thè extrernities of ilio corresponding 
linos of thè reciprocai figure, then tho points of thè reciprocai 
figuro will all ho in oquilibrium under thè action of these 
forces 

La verità del teorema si rende subito manifesta, osservando 
che le forze applicato ad un nodo qualunque del secondo dia- 
gramma sono parallele e proporzionali ai lati di un poligono 
chiuso nel primo diagramma. 11 teorema è precipuamente utile, 
quando se ne fa. applicazione alla determinazione grafica degli 
sforzi interni nelle travature reticolari. 


9. 

I primi germi di questa teoria si possono ricercare nelle pro- 
prietà del poligono delle forze, i cui lati rappresentino in 
grandezza e direzione un sistema di forze applicate ad un punto 
ed equilibrate; e nelle note costruzioni geometriche che dànno 
le tensioni dei lati di un poligono funicolare piano. Ma chi ha 
iniziato l'applicazione alle travature reticolari è il prof. Mac- 
ql'ORN Kankine, che all’art. 150 del suo eccellente Mnntial of 
applied Meehauies (1S57) dimostrò il teorema: 

- If linea radiating from a point ho drawn paratici to thè linea 
of resistance of thè bars of a poligonul fraine, then thè sides 
of any polygon whosc anglcs lia in thosc radiating. linea 
will rep reseli t a System of forces, wich, being applied to 

(*) Phi losophical Magazine, aprile 1864, p. 258. 
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tho joints of tho frante, will bainone cadi other; each sudi 
l'orco being applied to thè joiiit betwoen thè bara whosu 
lincs of resistanco are parallol to thè pair of radiatiug liues 
tliat enclose thè side of thè polygon of forces, reprcsenting 
tho forco in questiou, Also, tho lengths of thè radiating 
lincs will represent thè stresses along thè bars to whose lines 
of resistance they aro respectivoly paratici i") 

11 medesimo sig. Rankine pubblicò più tardi ((*) **) un teorema 
analogo per le polyhedral frames. 

10 . 

Però la teoria geometrica de’ diagrammi reciproci si deve pro- 
priamente al prof. Clekk Maxwki.L. il quale prima nel 18(54 (***) 
e poi di nuovo nel 1870 (****) ne diede la definizione generale 
e li dedusse dalla projezione di due poliedri reciproci. Se non 
ebe, i poliedri del eh. A. sono reciproci nel senso della teoria 
delle figure polari reciproche di Poncelet, relative 
ad un certo paraboloide di rotazione, in modo che 
nelle projezioni (ortogonali e parallele all’asse) i lati corri- 
spondenti non riescono paralleli, ma perpendicolari fra loro; 
orni’ è che uno de’ diagrammi dev’ essere fatto rotare di 90" 
nel proprio piano, affinchè assuma quella posizione che ò ri- 
chiesta dal problema statico. Invece, col metodo ch’io pro- 

(*) I’ag. 140 della sesia edizione (1872). llen inteso che la travatura 
o f rame , di cui parla qui l’A., è un semplice poligono. 

(**) pii ilosophical Magazine, febbrajo 18G4, p. 92. 

(***) On reciprocai figiires ami diagrams of force s (Phil. Magn- 
ai n c , aprile 18(14 , p. 250). 

(***•) On reciprocai figures, frames and iliagrams of forccs (Trau- 
sactions of thè li. Society of Edimburg, voi. XXVI). Vedi anche una 
lettera di M. Uansinc nel giornale thè Engineer, Ui febbrajo 1872. 


Digitized by Google 


— 13 — 


pongo qui, le proiezioni ortografiche di due poliedri reciproci 
dònno senz’altro i diagrammi, quali si ottengono nella statica 
grafica. 

11 . 

L’applicazione pratica del metodo delle figure reciproche è 
il soggetto di una Memoria che il prof. Fi.kkmino Jknkik comu- 
nicò nel marzo 18G9 alla Società reale di Edimburgo (*); 
nella quale l’A., dopo aver citata la definizione delle figure re- 
ciproche, e la proprietà statica, coinè le enuncia M.vxwf.i.i. nel 
suo lavoro del 18(U, aggiunge: 

« Few engineers would , howerer , suspect that thè two para- 
graphs quotecl put at their disposai a remarkably simple and 
accurate tnethod of calculating thè stresses in framework; 
and thè author’s attention was drawn to Ilio method chiefly 
by thè circumsiance that it was independently discovored by 
a practical draughtsmann, Mr. Taylor, working in thè office 
of thè well-known contractor, Mr. .T. R. Cochranf. ». 

v 

L'A. presenta un buon numero di esempi illustrati con figuro, 
e finisce coll’ osservare : 

- Wlien compared with algobraic methods, Ilio simplieity and 
rapidity of execution of thè graphic method is very striking; 
and algobraic methods applicd to frames, suoli as thè Warren 
girders, in wich there are numorous similar pieces, aro found 


(*) On thè practical application of reciprocai fignres lo thè calca- 
lation of atraine on framework ( Tr a n sac t ions of thè K. Society of 
Edimburgh, voi. XXV’. Hello stesso A. voggasi anche On braccd archee 
and mepcnsion bridge e, rcad before thè R. Scottisb Society of arts 
(Edimburgh 1870). 
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to rcsult in frcquent clericul crrors, owing to tha cumbrous 
notation wich is necessarv, and espeeially owing to thè ne- 
eessary distinclion between odil and even diagonals ». 

12 . 

Ma «ninnilo si parla «li risoluzioni geometriche de’ problemi 
della, scienza delle costruzioni, non si può certamente tacere 
del prof. Ci'i.M ann, l’ingegnoso e benemerito creatore della sta- 
tica grafica (*), al quale 6 dovuto se i metodi spicci ed eleganti 
di questa scienza, usciti dalla scuola di Zurigo, vengono ora 
insegnati in parecchi Politecnici di Germania [e da ben cinque 
anni anche nell’Istituto tecnico superiore di Milano (**)]. Tutte 
le quistioni di statica teorica, come pur quelle che apparten- 
gono ai singoli rami delle pratiche applicazioni, sono risolute 
dal prof. Cdlmann con uniforme e semplice procedimento, che 
in sostanza si riduce alla costruzione delle due figure ch’egli 
denomina Kriiftepoh/fion e Srilpolygon. E benché egli non le 


(*) Die graphiactie Statile, Ziirich 18SG Siccome qmsf opera insigne 
non è esente da difficolti gravi , specialmente per chi non è famiglia- 
rizzato colla geometi-ia projettiva, cosi si «’■. saviamente pensato di ajutarc 
la diffusione di queste preziose dottrino por me.zzo (li trattati più ele- 
mentari. Veggasi : K. vox Ott, Die Grande vge dea grnphisehen Jieelt- 
urna nnd dcr grapliiaehen Stalli: , Prng, 1871 ; — .T. Il A OSCHfNGER, Eie- 
mente iter graphiaehen Stalli: , Miinciien, 1871 ; — cfl il 2° Abschnitt 
lieti’ opera di F. ItElir.AUX, Der Cnnatrncteur (.1* edizione), Braunschweig 
1869; oltre a parecchie Memorie meno estese c riguardanti argomenti 
speciali, de’ signori MonR, Harlachbr, W. Bitter, F.. YVinki.ER, eoe. 
Che in Inghilterra, oltre agli autori già citati, altri matematici abbiano 
portata In loro attenzione sulla statica grafica, risulta dai Proeecdings 
of thè London Mathematica! Society, v«>l. Ili, pp. 239, 320-322. Veggasi 
inoltri-: C. U.NWIN, I Vrnught Iran bridge* and ninfa, I.omlon, 1869. 

(**) E nelle scuole degli ingegneri di Palermo e di Padova. 
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consideri come figure reciproche, nel senso della teoria di Max- 
well, tuttavia esse sono tali sostanzialmente; ed in particolare, 
le costruzioni geometriche che il Cui.kann dà nel 5" A liscimi tt 
della sua Opera, consacrato ai sistemi reticolari (daft Ftirh- 
trrrk), coincidono quasi sempre con quelle che si dedurrebbero 
dai metodi del Maxwell medesimo. Anzi, le costruzioni del 
Cli.manx comprendono anche quei casi (non isfuggiti al geo- 
metra inglese), ne’ quali i diagrammi reciproci non sono possibili. 
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13. 


Prima di tutto, voglio mettere in evidenza ehe il Krdftepo- 
lygon ed il Seilpolygon (poligono delle forze, poligono funicolare) 
del Ci'i.mann si possono ridurre a diagrammi reciproci. 

Date in un piano (clip supporrò sempre essere il piano orto- 
grafico) n forze P, , 7'j . . . . P„, che si facciano equilibrio, per 
poligono delle forze s’intende un poligono i cui lati 1,2,... 
» siano equipollenti (*) alle rette che rappresentano quelle, 
forze, prese in un ordine di successione dato o fissato ad ar- 
bitrio (**). Preso un punto 0 (nello stesso piano), che dirò polo 
del poligono tracciato, si projettino da esso i vertici del poli- 
gono medesimo; e si denomini (rs) il raggio che projetta il 
vertice comune ai lati r, s. Ora per poligono funicolare, 
corrispondente al polo 0, s’intende un altro poligono i cui ver- 
tici cadano nello linee d’azione (che denominerò 1, 2,..., n) 
dello forze 7’, , P„. ed i cui lati siano rispettivamente 

paralleli ai raggi per 0 (***): in modo che il lato compreso fra 
le linee d’azione di P r , P, sia parallelo al raggio 0(rs), epperò 
esso medesimo sia indicato col simbolo (vs). 

Il poligono funicolare risulterò chiuso, al pari del poligono 
delle forze. 


(*) Uguali in grandezza, direzione e senso: denominazione che prendo 
dal prof. Bkm.aviti.s. 

(**) Nel costruire questo poligono, la posiziono ilei primo vertice A 
arbitraria. 

(***) Nella costruzione di questo poligono, il primo luto {■ «lato sol- 
tanto in direzione. 
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14 . 

Se le. linee d’azione delle forze date fossero concorrenti in 
uno stesso punto (fi". 1*), si avrebbero già cosi due diagrammi 
reciproci.: che evidentemente sarebbero le projezioni ortogra- 
fiche di due piramidi n-edre. 

Se le forze sono parallele, il poligono delle forze si ridurrà 
ad una retta, ossia, la base della prima piramide sarà perpen- 
dicolare al piano ortografico; ed il vertice della seconda cadrà 
all’infinito; vale a dire, il secondo poliedro sarà un prisma 
avente una sola base a distanza finita. Questo caso è illustrato 
dalla fig. 2*, dove i lati del poligono delle forze sono indicati, 
non già da un solo numero 1 , 2 , 3 , . . . , ma da due numeri 
posti ai termini di ciascun segmento; cosi che i segmenti 01 . 
12, 23, 34,... corrispondono alle rette 1 , 2 , 8 , 4 , . . . del se- 
condo diagramma. 

Qui, come in seguito, si adoperano nel testo due serie di nu- 
meri 1,2, 3,..., r,.. 1,8, 3,..., s,..., per distin- 

guere le linee di un diagramma dalle corrispondenti dell’ altro. 


15 . 

Consideriamo ora il caso generale , che le forze non concor- 
rano in uno stesso punto. Assumasi un secondo polo 0', si 
congiunga ai vertici del poligono delle forze mediante rette, 
e costruiscasi un secondo poligono funicolare, corrispondente 
al polo 0'; cioè un poligono, i cui vertici cadano sulle linee 
il'azione delle forze , ed i cui lati siano risp. paralleli ai raggi 
che divergono da 0'. Vedi le fig. 3* e 5*, nelle quali i raggi 
uscenti dal secondo polo, come pure il corrispondente poligono 
funicolare, sono segnati a tratti non continui. 

s 
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Per tal modo, il diagramma costituito dal poligono delle forze 
e dai raggi projettanti per 0 e per 0', ed il diagramma costi- 
tuito dai due poligoni funicolari e dalle linee d’azione delle 
forze sono manifestamente reciproci. Il primo è la projezione 
di un poliedro (*) formato da due angoli solidi n-cdri le cui facce 
corrispondenti si segano lungo il contorno di un poligono gobbo 
di » lati; il secondo è la projezione di un poliedro compreso 
fra due poligoni piani di n lati, tali che i lati dell’uno incon- 
trano ordinatamente i lati corrispondenti dell' altro. 

La retta che nello spazio cougiunge i vertici de’ due angoli 
a-edri del primo poliedro è la conjugata di quella che è co- 
mune ai piani delle due basi del secondo poliedro. Donde segue, 
attesa la proprietà che due rette conjugate hanno di projettarsi 
ortograficamente in due rette parallele, che due lati corrispon- 
denti qualunque (»•*), (/•«)’ de’ due poligoni funicolari si se- 
gano sopta una retta fissa, che è parallela alla congiungente 
de’ due poli 0, 0'. Questo teorema è fondamentale pei metodi 
del CULMANN. 


16 . 

Se i poli 0, 0' si fanno coincidere, i lati corrispondenti de’ 
due poligoni funicolari saranno paralleli (tig. 4*). In tal caso, 
la retta che congiunge i vertici degli augoli a -ed ri del primo 
poliedro è perpendicolare al piano ortografico; mentre le basi 
del secondo poliedro sono parallele. 


(*) Questo poliedro ha 3» spigoli, 2 n facce triangolari, 2 angoli n-edri 
ed » angoli 4-edri. L'altro poliedro ha 3n spigoli, 2n angoli triedri, 
2 basi clic sono poligoni di n lati , cd n facce quadrilatere. 
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17 . 

La diagonale fra i vertici di due angoli tetraedri del primo 
poliedro (n.° 15), ossia la diagonale fra due vertici del poligono 
gobbo è conjugata all’ intersezione delle corrispondenti facce 
quadrilatere del secondo poliedro, la quale congiunge il punto 
comune a due lati di una base col punto comune ai lati corri- 
spondenti dell’altra base. Nella prelezione ortografica la prima 
retta dà una diagonale fra due vertici (/••*•+ 1), (s ■ s H- 1 ) del 
poligono delle forze, ossia una retta equipollente alla risultante 
delle forze P rf ,, P rlj) ... P, ; la seconda retta darà la linea 
d’azione della risultante medesima. Dunque la linea d’azione 
della risultante di un numero qualunque di forze consecutive 
J' r M , P r , * , . . . , P, passa pel punto comune ai lati (r r + 1), 
(«■* -1- 1) del poligono funicolare: altro teorema fondamentale 
nella statica grafica. Veggasi per es. nella fig. 3* la risultante 
delle forze C, 1, 2. 

\ 

18 . 


Se l’ accennata diagonale del primo poliedro è perpendico- 
lare al piano ortografico, la retta conjugata sarà all’infinito. 
Allora, nel poligono delle forze coincideranno i due vertici 
(r-r+1), («•*+ 1) in un solo punto A (vedi la fig. 5‘, dove 
r— 1, s=4), ed in ciascuno de’ poligoni funicolari saranno 
paralleli i lati (»• • !•+ 1), (x ■ s -|- 1). La risultante delle forze 
P r , , , P r P, avrà adunque una grandezza evanescente e 
la sua linea d’azione cadrà nella retta all’ infinito del piano 
ortografico : essa risultante sarà una forza infinitamente piccola 
e lontana, equivalente ad una coppia di forze agenti secondo 
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i predetti lati paralleli del poligono funicolare e rappresentate 
in grandezza dalla retta che congiunge il corrispondente polo 
0 al punto A. Siccome queste due forze equivalgono al sistema 
delle J J r>) , P r+ Pei cosi il senso di quella che agisce se- 
condo il lato (r ■»• + 1 ) è da A verso 0; o il senso dell’altra, 
agente secondo il lato (*• a + 1), è da 0 verso A. 

19. 

Date le forze P { , P i , P s — , P»- { (n.° 13), i due poligoni 
(delle forze e funicolare) servono a determinare la /'* , uguale ed 
opposta alla risultante delle date (vedi la fig. 3*, dose n = 5). 
Infatti, costruita la linea spezzata 1-2-3...U — 1, i cui lati 
siano equipollenti alle forze dato, la retta n che ne congiunge 
gli estremi (diretta dal termine all’origine della spezzata) sarà 
equipollente a P„. Indi, assunto un polo 0, costruiscasi un po- 
ligono (funicolare), i cui primi n — 1 vertici 1,2,3,...,» — 1 
cadano nelle linee d’azione delle forze date 1\ , P ., , P, ,..., P„_„ 
ed i cui lati (u-1), (12), (2 3),..., (n — I n) siano risp. pa- 
ralleli ai raggi che da 0 projettano i vertici omonimi del primo 
poligono. Allora, la retta che passa per l’ultimo vertice n del 
poligono funicolare, vale a dire pel punto di concorso del primo 
lato (n-1) coll’ultimo (n — l-»),ed è parallela all’ultimo lato 
n del poligono delle forze sarà la linea d’azione di P n . 

Suppongo che il primo lato del poligono funicolare debba 
passare per un punto fisso, o si faccia muovere il polo 0 in li- 
nea retta ; anche gli altri lati ruoteranno intorno ad altrettanti 
punti fissi, allineati col primo in una retta parallela al luogo 
del polo (n.° 15). Ciò rientra nel celebre porisma di Pappo : 

« Si quotcuraque rectse linose sese mutuo seccnt, non plures 
quàrn dme per idem punctum, omnia autem in una ipsarum 
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data sint, et reliquorura multitudineru habentium triangulum 
numerimi, liujus latus singula habet puneta tangentia rectam 
lineam positione datam , quorum trium non ad angulurn exi- 
stens trianguli spacii unumquodque reliquum punctum rectam 
lineam positione datam tanget (*). » 

20 . 

Se consideriamo il punto 0 come suscettibile di prendere 
una posiziono qualsivoglia nel piano, le proprietà dei due poli- 
goni (delle forze e funicolare) si possono compendiare nel se- 
guente enunciato geometrico: 

Sia dato un poligono piano di n lati 1 , 2, 3, . . . , n — 1 , n ; 
e nello stesso piano siano inoltre date « — 1 rette 1,2,3,..., 
li — 1 risp. parallele ai primi n — 1 lati del poligono. Da un 
punto o polo, mobile nel piano (senz’alcuna restrizione), 
s' intendano proiettati i vertici ilei poligono dato. Ora s’ ima- 
gini un poligono variabile di « lati, i primi » — 1 vertici 
del quale 1 , 2 , 3 ,. .., il — 1 debbano trovarsi ordinatamente 
nelle rette date omonime, mentre gli n lati (u- 1), (1-2), 
(2-3),..., (li— j1-h) debbano essere paralleli ai raggi che 
dal polo projettano i vertici omonimi del poligono dato. 11 
punto di concorso di due lati qualsivogliano (r-r+ 1), 
(ss f 1) del poligono variabile cadrà in una retta deter- 
minata, parallela alla diagonale fra i vertici (r-r+l), 
(s-s -f 1) del poligono dato. 

Questo teorema, la cui dimostrazione per mezzo della sola 

(*) Mathematica! CoUeetiones, prefazione al libro Vlf, p. 162 dell' edi- 
zione ili COMMANOIHO (Y r enetiis 1589). Vrggasi la traduzione o para- 
frasi del porisma, fatta da Poncei.et al n." 498 del buo Traile dea 
propriétéa projecticea (Paris 1822). 


Digitized by Google 



22 

geometria piana non pare ovvia, risulta invece a dirittura 
evidente, se si considerano le figure piane come projezioni or- 
tografiche di poliedri reciproci. 

21 . 

11 poligono delle Ibrze è la projezione di un poligono piano o 
di un poligono storto, secondochè le forze P siano o non siano 
concorrenti in un punto. Come s’è veduto al n." 14, nel primo 
caso i due diagrammi reciproci sono semplicemente costituiti 
l'uno dal poligono delle forze e dal polo (>, l’altro dalle linee 
d’azione delle forze c dal poligono funicolare corrispondente ad 
<). Invece nel secondo caso (n.° 15) è d'uopo aggiungere al primo 
diagramma un altro polo 0', ed al secondo un altro poligono 
funicolare corrispondente ad 0'. Si é pur veduto (n.” 10) che i 
due poli si possono assumere coincidenti, e allora i! primo dia- 
gramma riesce il più semplice possibile. Ma se invece si volesse 
semplificare il secondo, gioverebbe portare il polo ()' a distanza 
infinita, in una direzione arbitraria; il poliedro, la cui projezione 
ortografica è il primo diagramma, avrebbe all’infinito il vertice 
di uno de’ suoi angoli n-edri ; e siccome il piano polare di un 
punto all’ infinito è parallelo all’asse centrale, cosi il nuovo 
poligono funicolare, corrispondente ad O avrebbe tutti i suoi 
lati distesi in una stessa linea retta (il cui punto all’infinito è 
0'). La posizione assoluta di questa retta nel piano ortografico 
è ancora arbitraria, epperò si potrebbe portarla a distanza in- 
finita. 

Si ha un risultato ancor più semplice nel modo seguente. Sup- 
pongasi che il primo poliedro abbia il vertice dellanzidetto suo 
angolo u-edro nel punto all’ infinito dell’asse centrale; nel primo 
diagramma scompare allora assolutamente il polo 0'. giacché 


Digitized by Google 


— 23 — 


gli spigoli di quell’angolo rt-edro si proiettano ortograficamente 
nei vertici del poligono delle forze. Il piano polare del vertice ò 
ora il piano all’infinito; dunque il secondo poligono funicolare 
cadrà tutto a distanza infinita (cfr. n.” 7). 

•)>» 

«iV* 

Concludo da ciò l’aspetto più semplice, sotto il quale si pos- 
sono riguardare come diagrammi reciproci il poligono delle forze 
e il poligono funicolare di uu sistema di n forze equilibrate, si- 
tuate in un piano (il piano ortografico), ma non concorrenti in 
uno stesso punto. L’un diagramma sia costituito dal poligono 
delle forze e dai raggi che ne progettano i vertici da un polo 
0; l’altro dalle linee d’azione delle forze, dal poligono funicolare 
e dalla retta all'infinito. 11 primo diagramma ò la projezione 
d’ un poliedro le cui facce si ottengono col projettare gli » lati 
«l’un poligono gobbo, si perpendicolarmente al piano ortogra- 
fico, si da un punto dello spazio, a distanza finita. Il poliedro 
reciproco, la cui projezione è il secondo diagramma, è la por- 
zione (infinita) di spazio contenuta da un poligono piano o da 
» piani passanti ordinatamente pei lati del medesimo ed estesi 
sino al piano all’infinito. 
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23. 

Passo ora a diagrammi più complicati, quali si presentano 
nella teoria delle travature reticolari. Siano S, $' due super- 
ficie poliedriche reciproche, semplicemente connesse e dotate 
di un orlo (*); P il poliedro formato da S e dalla superficie 
piramidale, il cui vertice sia un punto ® fissato ad arbitrio 
nello spazio, e la cui linea direttrice sia il contorno poligonale 
di S; e P' il poliedro reciproco di p, ossia il poliedro conte- 
nuto dalle facce di S', dai piani degli angoli dell’orlo di S' e 
dal piano w polare di ®. Projettando ortograficamente i due 
poliedri, si avranno i due diagrammi reciproci, che qui si vo- 
gliono prendere in considerazione. 

L’orlo di S sia di n lati, e questa superficie abbia altri m 
spigoli (**) e p facce. Il poliedro P avrà n + p facce e 2n + m 
spigoli, epperò m n — p + 2 vertici. Dunque $ ha, fuori del- 
l’orlo, ro — p + 1 vertici (***). 

Reciprocamente P' avrà m f « — p 4-2 facce, n+}> vertici 
e 2 m + »» spigoli. 

24. 

Suppongo ora che la projezione di S’ sia lo schema di una 
travatura reticolare dotata di p nodi e di ni membri o pezzi 
rettilinei, per la quale le forze esterne abbiano a linee d’azione 
le projezioni degli spigoli all’orlo di S', e siano rappresentate in 


(*) Se l’orlo di S è un poligono piano di n luti, quello di S' Bini un 
punto, vertice di un angolo n-edro. 

(**) Evidentemente è m ~n. 

(***) Laonde m non può essere miiiore di p — 1. 
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grandezza dagli » lati del poligono che è proiezione dell’orlo 
di S (*). Allora la proiezione di quella faccia di 6' che è 
nel piano co sarà il poligono funicolare delle forze esterne, 
corrispondente al polo 0, proiezione di £ ; e le proiezioni degli 
m spigoli di S, non appartenenti all’orlo, daranno le misure 
degli sforzi interni, ai quali sono soggetti i membri corrispon- 
denti della travatura, in conseguenza del dato sistema di forze 
esterne. 

25 . 

Se il punto tD si allontana all’infinito nella direzione perpen- 
dicolare al piano ortografico, il piano co coinciderà col piano 
all’infinito. Allora il primo diagramma si ridurrà alla proje- 
zione di S, cioè all’ insieme delle rette che misurano le forze 
esterne e gli sforzi interni; ed il secondo diagramma, scom- 
parendone affatto il poligono funicolare, conterrà soltanto lo 
schema della travatura (cioè le linee d’azione delle forze in- 
terne) e le linee d’azione delle forze esterne. Nelle figure che 
stanno in fondo a questo scritto, il primo diagramma è indi- 
cato colla lettera b; il secondo colla lettera a. 

26 . 

Se le forze esterne sono tutte parallele fra loro, come avviene 
assai di frequente nelle applicazioni pratiche, l’orlo di S sarà 
un poligono tutto contenuto in un piano perpendicolare all’or- 
tografico; epperò i lati del poligono delle forze esterne ca- 
dranno tutti in una sola e medesima retta. 


(*) Perciò S non dovrà avero alcun vertice a distanza infinita; vale 
a dire 5' non avrà alcuna faccia perpendicolare al piano ortografico. 
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Altre forme poligonali degeneri possono offrire i diagrammi, 
le quali provengono da degenerazioni analoghe delle figure nello 
spazio. 

Suppongasi per es. che nello spazio si abbia un angolo so- 
lido tetraedro, al quale corrisponderà nella figura reciproca 
una faccia quadrilatera; e che due spigoli (non opposti) dell’an- 
golo solido accostandosi indefinitamente nel loro piano vengano 
a sovrapporsi l’uno all’ altro; sicché da ultimo l’angolo solido 
sarà ridotto al sistema composto di un triedro e di un piano 
passante per uno degli spigoli. Perciò anche nella faccia quadri- 
latera della figura reciproca vi saranno due lati che, senza 
cessare d’avere un vertice comune, verranno a trovarsi nella 
stessa direzione o in direzioni opposte. 

Passando ora alle proiezioni ortografiche, si avrà nell’un 
diagramma un punto donde divergono quattro rette, due delle 
quali con direzioni sovrapposte; e nell'altro diagramma un 
quadrilatero con tre vertici in linea retta (*). 


( # ) Esempi eli queste forine degenerate si possono vedere a pag. 444 
e nell»* prime due tavole della citata Memoria del prof. Fleemiko Jen- 
kin (18G9), ed anche nella 9 R delle nostre figure. 
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28 . 

Dato lo schema di una travatura reticolare, e supposto cono- 
sciuto il sistema delle forze esterne (*), bisognerà anzi tutto 
costruire il poligono di questo forze, vale a dire un poligono i 
cui lati siano equipollenti alle forzo esterne. Nelle figure qui 
unite, le forze esterne e i lati del poligono sono indicati coi nu- 
meri 1, 2, 3,... per modo che percorrendo il contorno del po- 
ligono nell’ordine crescente di?’ numeri, ciascun lato sia per- 
corso nel senso della forza che esso rappresenta. Questo modo 
di percorrere il contorno del poligono si chiamerà l'ord i ne 
ciclico del contorno medesimo. 

Quando si tratta di costruire il diagramma reciproco a quello 
che è costituito dallo schema della travatura e dal sistema dello 
forze esterne, non é arbitrario l’ordine col quale si fanno suc- 
cedere queste forze l’ima all’altra per costruire il relativo po- 
ligono. L’ordine di cui si tratta è determinato dalla considera- 
zione che segue. Nel poligono delle forze esterne, che fa parte 
del diagramma b, devono essere successivi i lati equipollenti a 
due forze, se le linee d'azione di queste appartengono al con- 
torno di uno stesso poligono nel diagramma a; giacché questo 
poligono corrisponde al vertice che è comune a quei due lati. 

Si darà dunque l’indice 1 ad una qualunque delle forze ester- 
ne; la linea d’azione della forza prescelta è lato comune a due 

(*) Le forze esterne sono: 1° il peso proprio della travatura; i pesi 
accidentali o transitori! ; l'azione del vento, eco.; c tutte queste si riguar- 
dano come effettivamente date e distribuite sui nodi della travatura; 2“ le 
reazioni degli appoggi o dei sostegni ; per la determinazione di queste 
può vedersi il metodo insegnato dal prof. Clerk Maxwell nella sna 
Memoria On thè calculation of thè eqnilihrium and ttiffness of f rame t 
(Phil. M agazine, aprile 186-i). 
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poligoni del diagramma a; ciascuno di questi ha nel proprio 
contorno la linea d’azione d' un' altra forza esterna; si hanno 
così due forze esterne che possono riguardarsi come contigue 
alla forza 1 , e sarà indifferente di attribuire all’ una o all’altra 
l'indice 2; naturalmente l’altra avrà allora l’indice », se n 6 
il numero delle forze esterne. Dopo di ciò, non rimane più alcun 
che d’arbitrario o d’incerto ueH’ordine col quale si avranno a 
disporre i lati del poligono delle forze esterne. 

Supposto che i nodi ai quali sono applicate le forze esterne 
si trovino tutti sul contorno dello schema della travatura (*), 
queste forze si dovranno prendere nell’ordine col quale sono 
incontrate da chi percorra il contorno suddetto. Quando non si 
seguano queste regole, e le altre esposte più innanzi, si può an- 
cora risolvere il problema della determinazione grafica degli 
sforzi interni, ma non si hanno più diagrammi reciproci, 
bensì figure più complicate o sconnesse, dove uno stesso seg- 
mento, non trovandosi al suo posto conveniente, dev'essere 
ripetuto o riportato per dar luogo alle costruzioni ulteriori (**); 
come accadeva nel vecchio metodo di costruire separatamente 
un poligono delle forze per ciascun nodo della travatura. 

2 ». 

Formato così il poligono delle forze esterne, si completerà il 
diagramma b, costruendo' successivamente i poligoni che corri- 

(*) Il contorno delia travatura è costituito dalle due cosi dette tavole 
(Gurten, Slrcckbèùime), la tavola supcriore, e l'inferiore. I pezzi che 
congiungono i nodi dell’ una a quelli dell’altra diconsi aste e saette. 

(**) Per questa ragione, non sono diagrammi reciproci le fig. 1 e 3 della 
tavola 16 neU’atlante della Graphinche Statile di Cor. V ANN, nè le fig. 7 c 7, 
della tavola 19, cce. Invece sono perfettamente reciproci i diagrammi 168 
e 169 a pag. 422 del testo, ecc. 
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spondono ai nodi della travatura. Il problema di costruire un 
poligono, i cui lati devono avere direzioni date, è determinato 
ogni qualvolta siano incogniti due soli lati. Perciò si dovrà in- 
cominciare da un nodo nel quale concorrano tre sole rette : le 
linee di resistenza di due membri della travatura e la linea 
d’azione d’ima forza esterna. Il segmento equipollente a questa 
forza sarà un lato del triangolo corrispondente a quel nodo; 
dunque il triangolo può essere costruito. Nò in questa costru- 
zione sussisterà alcuna ambiguità, se si ponga mente che ad un 
membro della travatura, il quale insieme colle linee d’azione 
di due forze esterne appartenga al contorno d’un poligono del 
diagramma a, corrisponde in b una retta passante pel vertice 
comune ai lati che sono equipollenti a quelle due forze. 

Indi si passerà successivamente agli altri nodi, in modo clic 
per ogni nuovo poligono da costruirsi rimangano due soli lati 
incogniti. 

Nelle figure qui unite, si sono segnati con numeri tutte le lince 
di ciascun diagramma, per indicare l’ordine delle operazioni. 

“Tlio figure can be drawn in live rainutes, whereas thè alge- 
braic computation of thè stresses, though offering no raa- 
thematical difiìculty, is singularly apt, frora mere complexity 
of notation, to result in error (*)». 


30. 

Una considerazione superficiale potrebbe far credere possibile 
c determinata la soluzione del problema, anche in casi no’ quali 
nessun nodo sia il punto di concorso di tre sole rette. Sup- 

l*j Coni il prof. Ki.cf.mino Jenkin a pag 443 del citato volume delle 
T r an aac t i ona di Kdimbnrgo. 
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pongasi per es. lo schema della travatura costituito dai lati 5, 

6, 7, 8 di un quadrilatero e dalle rette 9, 10, 11, 12 che ne 
congiungono i vertici ad un quinto punto; e le forze esterne sia- 
no le 1,2, 3 , 4 applicate ai vertici (8 • 5-9), (5 ■ G ■ 10), (6 - 7 • 11), 
(7 -8 12) del quadrilatero(*). F ormato il poligono 1 • 2 • 3 • 4 delle 
forze esterne, pei punti (1 ■ 2), (2 - 3), (3 - 4), (4 • 1 ) conducansi or- 
dinatamente le 5, 6, 7, 8 indefinite; indi pongasi il problema di 
costruire un quadrilatero i cui lati 9, 10, 11, 12 siano risp. 
paralleli alle linee omonime del diagramma dato, e i cui ver- 
tici (910), (10-11), (11-12), (12 -11) cadano risp. nelle 5, G, 

7, 8. Siccome il problema di costruire un quadrilatero i cui 
lati abbiano direzioni date (o passino per punti dati in una 
stessa retta) ed i cui vertici cadano in altrettante rette fissi», 
ammette in generale una ed una sola soluzione, così si po- 
trebbe credere a primo aspetto che il diagramma delle forzo 
riesca cosi perfettamente determinato. 

Ma l’illusione svanisce, se si pon mente che il problema 
geometrico ha i suoi casi d'impossibilità e di indeterminazione. 
Infatti, quando si ometta una delle condizioni proposto, vale 
a dire si assoggetti il quadrilatero soltanto ad avere i suoi lati 
nelle date direzioni, e i primi tre vertici sulle rette date 5, G, 7, 
il quarto vertice descrive (**) una retta »•; ed è il punto co- 
mune a questa ed alla retta data 8 clic, preso come posiziono 
del quarto vertice, dovrebbe dare la soluzione desiderata. Ora. 
se i dati della quistione sono tali elio r risulti parallela alla 8. 

(*) Queste considerazioni sussistono inalterate, se la travatura sia 
invece costituita da un poligono qualunque e dalle rette che ne con- 
giungano i vertici ad un punto fisso. Nou do la figura relativa a questo 
paragrafo ; ma il lettore potrà supplirvi senza difficoltà. 

(**) PoNCEt.ET, Traili de» propriiU» projectiees (Paris 1822}. u.° 500. 
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ecco , ci troviamo in un caso <T impossibilità.. Perù, se, in un’ipo- 
tesi anche più speciale, la retta r coincidesse appunto colla 8, 

11 problema riuscirebbe indeterminato, cioè infiniti quadrilateri 
soddisfarebbero alle condizioni proposte. 

A persuaderci che, nella costruzione del diagramma reci- 
proco al dato, si urta precisamente nell’impossibilità o nell’in- 
determinazione, basta riflettere che, ove si consideri il diagramma 
dato come un poligono di forze, le cui grandezze siano espresse 
dai segmenti 5, 6, 7, 8 e il cui polo sia il punto (9 - IO - 11 • 12), 
la figura cercata 9- 10- 11 -12 sarebbe il corrispondente poli- 
gono funicolare. Ora, affinchè sia possibile la costruzione del 
poligono funicolare, è necessario che le forze siano in equilibrio: 
al quale scopo , se si suppongono date le loro grandezze 5 , ti , 

7, 8, e le lince d’azione di tre fra esse, 5, lì, 7, la linea d’a- 
zione della quarta risulta univocamente determinata, ed è ap- 
punto quella retta r che sopra si è menzionata. Dunque, se r 
ed 8 non coincidono, lo forze fittizie 5, 6, 7, 8 non sono in 
equilibrio, ma equivalgono ad una forza infinitamente piccola 
e distante , e il problema è impossibile. Se poi r coincide con 

8, cioè se le forze fittizie sono equilibrate, il problema è inde- 
terminato, giacché per un dato sistema di forze e per un (Lato 
polo, si possono costruire infiniti poligoni funicolari (n.“ l(i). 

Nel primo di questi due casi si otterrebbe l’equilibrio, ag- 
giungendo alle forze 5, 6, 7, 8 una forza uguale ed opposta 
alla loro risultante (infinitamente piccola c lontana), cioè con- 
siderando il poligono 5 -6 -7 -8 come projeziono, non già di un 
quadrangolo, ma di un pentagono, due vertici consecutivi del 
quale si projettino in uno stesso punto (7 - 8 ■ 12). Allora la retta 

12 è la projeziono di due rette distinte nello spazio, epperò nel 
diagramma reciproco al punto (9 - IO- 11 - 12) corrisponderà un 


Digitized by Google 



— 32 — 


pentagono (aperto) 9 • 10 • 11 - 12 - 12', avente i vertici (9 10), 
(1011), (11-12), (12' - 9) risp. situati nelle 5, fi, 7, 8, e il ver- 
tice (12- 12') all'infinito. 


81 . 

Ogni membro o pezzo rettilineo della travatura è linea d'azione 

di due forze uguali ed opposte, applicate risp. ai due nodi che 

« 

sono congiunti da quel pezzo. La grandezza comune di queste 
due forze, ossia la misura dello sforzo cui va soggetto il pezzo 
considerato, è data dalla retta corrispondente del diagramma b. 
Quelle due forze si possono considerare come azioni o come 
reazioni: per passare dall’un caso all’altro, basta rovesciarne 
i sensi. Considerandole come azioni, se esse agiscono dai rispet- 
tivi punti d’applicazione verso 1" interno del pezzo, questo si dice 
premuto o compresso; se agiscono invece all’ infuori, il pezzo 
dicesi teso o stirato. Spesse volte ai pezzi compressi si dà il 
nome di puntoni; ai pezzi tesi quello di tiranti (*). 

32. 

Ciascun nodo della travatura è il punto d'applicazione di un 
sistema di forze equilibrate, almeno tre di numero ; una di esse 
può essere una forza esterna; tutte le altre sono reazioni dei 
pezzi concorrenti in quel nodo. Basterà conoscere il senso di una 
delle forze del sistema, per dedurne il senso di tutte le altre; 
al quale uopo non si avrà che a percorrere il contorno del po- 
ligono corrispondente a quel nodo. Se al nodo ò applicata una 

(*) Nelle figure in fondo a questo opuscolo i tiranti sono indicati con 
linee più sottili di quelle che rappresentano i puntoni. Nello figure del 
Culmann e del Reulaux i puntoni sono segnnti con linee doppie, i 
tiranti con linee semplici. 
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forza esterna, e si percorra nel senso della medesima il lato 
equipollente del poligono, ciascuno degli altri lati del contorno 
verrà percorso nel senso che spetta alla corrispondente forza 
interna, riguardata come reazione applicata al nodo che si con- 
sidera. Se invece le forze interne s’intendono agire nel senso 
che loro compete come azioni, nel percorrere il contorno del 
poligono, bisognerà rovesciare il senso della forza esterna. 

Se ad un nodo non è applicata alcuna forza esterna, ma sole 
forze interne, basterà del pari conoscere il senso di una fra 
esse, per ottenere, col procedimento ora esposto, il senso di 
ciascuna delle rimanenti. 

Si dirà ordine ciclico del contorno di un poligono del 
diagramma b, quello che corrisponde alle forze interne consi- 
derate come azioni. 

Per tal modo, incominciando da un nodo al quale sia ap- 
plicata una forza esterna, si verranno a determinare successi- 
vamente le grandezze e i sensi di tutte le forze interne. Con- 
siderando una forza interna come azione applicata ad uno dei 
due nodi fra i quali essa agisce, si riconoscerà tosto se il pezzo 
limitato dai nodi medesimi sia compresso o teso. 

Ogni retta nel diagramma b è lato comune a due poligoni; 
percorrendo i contorni de’ quali, nel loro ordine ciclico rispet- 
tivo, quel lato verrà descritto una volta in un senso, l’altra 
volta nel senso opposto (*). Ciò corrisponde all’essere quella 


(*) Questa proprietà è in accordo colla cosi detta legge degli spi- 
goli ( Kantengeselz ) nei poliedri dotati di una superficie interna e di 
una superficie esterna. Vedi MoBius, Ueler die Deetimmung dee Inhalte 
einee Pulyedere (nei Beri eh te della Società delle scienze di Lipsia, 
1865, p. 33 e seg.) e Baltzer, Stereometria (p. 113 della traduzione ita- 
liana, Genova 1867). 

t 
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retta la misura di due forze uguali opposte, agenti lungo il 
corrispondente membro della travatura. 


SS. 


È noto che la somma algebrica delle projezioni delle facce di 
un poliedro è uguale a zero. Applicando questo teorema al po- 
liedro gl (n." 23) ed osservando che la proiezione della super- 
ficie $ è costituita dai poligoni del diagramma b corrispondenti 
ai nodi della travatura, mentre la proiezione della restante su- 
perficie di 11 non è altro che il poligono delle forze esterne, si 
ottiene il risultato seguente: 

Riguardata come positiva o negativa l’area di un 
poligono, secondo che essa giaccia a sinistra o a de- 
stra di chi ne percorra il contorno nell’ ordine ci- 
clico del medesimo, la somma delle aree dei poligoni 
del diagramma b che corrispondono ni nodi della 
travatura è uguale ed opposta all’area del poligono 
delle forze esterne. 

Il sig. Maxwei.i. è giunto per altra via a questo teorema, 
dimostrandolo per una fraine piana qualsivoglia, sia o non sia 
possibile di costruire un diagramma di forze (*). 


34 . 

Il metodo delle sezioni, generalmente adoperato nella # 
trattazione de’ sistemi variabili, offrirà al disegnatore un pre- 
zioso mezzo di verificazione. 

Se si considera una delle due parti nelle quali la travatura 


(*) Citata Memoria del 1870, p. 30. 
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è divisa da una sezione ideale, lo forze esterne applicato 
ad essa parte sono equilibrate dalle reazioni de’ pezzi incontrati 
dalla sezione. 

Se di queste reazioni tre sole sono incognite, esse potranno 
dedursi da quella condizione d’equilibrio, giacché il problema 
di decomporre una forza P in tre componenti, le cui linee d’a- 
zione 1, 2, 3 siano date e formino con 0, linea d’azione di P, 
un quadrilatero completo, è determinato ed ammette una sola 
soluzione. Infatti (fig. 0‘) basta condurre una delle diagonali del 
quadrilatero, per es. la retta 4- che unisce i punti 01, 23, de- 
comporre la forza data 0 in due componenti secondo le rette 1, 4 
(e ciò costruendo il triangolo delle forze 041, il lato 0 del 
quale è dato in grandezza e direzione) e da ultimo decomporre 
la forza 4 secondo le rette 2, 3 (costruendo analogamente il 
triangolo delle forze 4 3 2). 

Questo metodo, che potrebbe dirsi statico, basta da sé solo 
alla determinazione grafica degli sforzi interni, al pari del me- 
todo geometrico, esposto precedentemente, che si deduce 
dalla teoria delle figure reciproche e consiste nella costruzione 
successiva de’ poligoni corrispondenti ai diversi nodi della tra- 
vatura. Il metodo statico mi pare però meno semplice , e piut- 
tosto può giovare in combinazione coll’altro, sopratutto per ve- 
rificare l’esattezza delle operazioni grafiche, già eseguite. Le 
forze esterne applicate ad una porzione della travatura, staccata 
mediante mia sezione qualsivoglia, c le reazioni dei pezzi segati 
devono aver la proprietà che le corrispondenti linee del dia- 
gramma b siano i lati ili un poligono chiuso. Questo poligono 
dev’essere la projezione di un poligono gobbo, chiuso del pari, 
non già di una spezzata, i cui estremi siano in una retta per- 
pendicolare al piano ortografico: la qual condizione equivale 
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all’esser chiuso anche il poligono gobbo reciproco, ossia al po- 
tersi connettere le linee corrispondenti del diagramma a con 
un poligono funicolare chiuso. 

Il metodo delle sezioni può anche essere presentato sotto 
un'altra forma. Indicando ancora con 0 la risultante di tutte 
quelle forze (applicate alla porzione di travatura) che sono co- 
nosciute, e con 1, 2, 3 le tre reazioni incognite, la somma dei mo- 
menti delle quattro forze sarà nulla. Donde segue che, posto il 
centro dei momenti nel punto d’incontro di due linee di resi- 
stenza, per es. nel punto 23, il momento della terza reazione 1 
sarà uguale ed opposto al momento della forza 0. Si ha cosi una 
proporzione di quattro grandezze (le due forze e i loro bracci 
di leva), fra le quali la sola incognita è la grandezza della 
forza 1. In ciò consiste il metodo dei momenti statici, 
che s’adopera quando si vogliano calcolare numericamente 
(non costruire graficamente) gli sforzi interni nelle travature 
reticolari (*). 


(*) Vedi A. Kit-ter, A7? mentir? Throrir und Dcrechnung ehcrner Dadi- 
und lìrirkcn-CoHslructione» , 2» ediz. (Hannover 1870). 
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Passo a dare alcuni esempi, atti a mettere in evidenza la 
semplicità e l'eleganza del metodo grafico. In questi esempi non 
mi euro sempro della regolarità o della simmetria di forma, 
sebbene in pratica non vi si rinunci quasi mai. Ma le forme 
simmetriche della pratica non sono che un caso'par- 
ticolare delle forme irregolari della geometria as- 
tratta: epperò la trattazione di queste include in sò tutti i 
casi pratici possibili. Qui adunque il vocabolo travatura 
reticolare è preso in quel senso generale e teorico che il 
sig. Maxwell dà alla parola frante (*): 

«A trame is a System of lines connecting a number of points. 
A stili frame is ono in whicli thè distance between any two 
points cannot bo altered without altering thè length of ono 
or more of thè connecting lines of thè frame... A frame of 
.1 points in a plano requircs in generai 2s — 3 connecting 
lines to render it stiff». 

Soltanto io intendo limitarmi alla considerazione di figure 
piane (**). 


(*) A pag. 294 del Philosophical Magazine, aprile 1804. 

(**) Sull' importanza pratica delle travature reticolari ai possono 
leggero: il n.° 106 (primo del 5° Absehnitt, don Fanhwerk) della Ora- 
phiache Statile di Cl’I.mann ; le prime pagine dell’opuscolo di 0. Hen- 
nrci, Skeleton stniclurea (London 18GG); le Vorhemerkumjen colle quali 
il prof. A. Bitter iucomincia il suo libro già citato ; la Teoria elemen- 
tare delle travature reticolari (Milano, nei giornale il Politecnico 
del 1866) del mio egregio collega prof. Ci.EnicETTi ; l’ introduzione al 
Absehnitt ( Gittertriiger ) delle V oririi gè iiber Uruekenbau (AVicn 1870) 
del prof. E. Winkijbr; ccc. ccc. 
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30. 

Come primo esempio (teorico, generale) sia 1,2...., 10 (fi- 
gura 7*. a) un sistema dì dieci forze (esterne) equilibrate, così- 
chè, costruito il poligono di esse forze e projettatinc i vertici 
da un polo 0 (fig. 7*. b, dove il poligono delle forze è segnato 
con linee doppie), si potrà tracciare un poligono funicolare, i 
cui vertici siano nelle linee d'azione 1 , 2 ,..., ed i cui lati (se- 
gnati a tratti nella fig. a) siano ordinatamente paralleli ai raggi 
(pur segnati a tratti nella fig. b) clic escono da 0. Le dette forzo 
siano applicate ai nodi di una travatura reticolare, i cui membri 
rettilinei indicherò con 11, 12, 13,..., 27 (fig. a). 

Comincio dal costruire il triangolo corrispondonte al nodo 
(IO. 11. 12), conducendo dai termini di 10 due rette 11, 12 
risp. parallele ad 11 , 12; al quale uopo osservo che 11 deve 
passare pel punto (1-10), perchè nel diagramma a lo linee 1, 
10, 11 appartengono al contorno di uno stesso poligono (*); o 
per la identica ragione, 12 dee passare pel punto (0 10). Per- 
correndo il contorno del triangolo cosi ottenuto, nel senso con- 
trario a quello della forza 10 (n.“ 32), si ottengono i sensi delle 
azioni esercitate sul nodo che si considera, lungo le linee 11 , 12 ; 
e si vede così che il pezzo 11 è compresso, mentre 12 è teso. 

Costruisco il quadrilatero corrispondente al nodo cui è ap- 
plicata la forza 0, conducendo la 13 pel punto (11-12) e la 14 
pel punto (8-9). Il pezzo 13 è compresso; 14 è teso. 

Costruisco il pentagono corrispondente al nodo cui è appli- 


(*) Che è un quadrangolo, il cui quarto lato è il lato del poligono 
funicolare compreso fra le forse 1, 10. Come già s’ò detto altrove (n. 1 21, 
25), il poligono funicolare potrebbe anche allontanarsi tutto all' infinito. 
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rata la forza 1, conducendo là pel punto (13 • 14), e 16 poi 
punto 1 3. Il pentagono cosi ottenuto è a contorno intrecciato. 
Il pezzo 15 è teso, c 16 è compresso. 

Costruisco il pentagono corrispondente al nodo cui ù appli- 
cata la forza esterna 8; al quale uopo guido 17 pel punto (15.10) 
e 18 pel punto (7 -8). Il pezzo 17 ò compresso, mentre 18 è teso. 

E continuando cosi, trovo tutti gli altri sforzi interni. L’ul- 
tima costruzione dà il triangolo clic corrisponde al punto d’ap- 
plicazione della forza 5. 

Sono compressi 20. 21, 24, 25, 27; tesi 10, 22, 23, 26. 

37. 

La fig. 8.‘ a rappresenta un ponte, ai cui nodi sono applicato 
le forze 1 2 ,..., 16, tutte verticali; la 1 e la 0 sono dirette 
dal basso in alto ed esprimono le reazioni degli appoggi; le 
forze 2 , 3 , . . . , 8 sono pesi applicati ai nodi della tavola supe- 
riore; c 10. 11,..., 16 sono pesi applicati ai nodi della tavola 
inferiore. Queste forze sono prese nell’ ordino secondo il quale 
sono incontrate da chi percorra il contorno della travatura; e 
nello stesso ordine sono disposti i lati del poligono dello forze 
esterne nel diagramma b: il qual poligono ha tutt’i suoi lati 
distesi in una stessa retta verticale. In questa retta, la somma 
de’ segmenti 1, 9 è uguale cd opposta albi somma do’ segmenti 
2 , 3 , . . . , 8 , 10, 11,..., 16, giacché il sistema delle forze esterne 
dev’ essere equilibrato. 

Il diagramma b si completa ora precisamente colle regolo 
già esposte. Cominciando dal nodo (1-17- 18), tiro la 17 pel 
punto (1-2), cioè pel punto dove termina il segmento 1, che è 
diretto dal basso in alto e dove incomincia il segmento 2, che 
è diretto d’alto in basso, c la 18 pel punto (16- 1), cioè pel 
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punto dove termina il segmento 1G diretto d'alto in basso e 
dove comincia il segmento 1. 

Tassando al nodo (2- 17 ■ 19 -20), tiro la 19 pel punto ( 17 • 18) 
e la 20 pel punto (2 •3), cioè pel punto dove termina 2 e dove 
incomincia 3, segmenti diretti ambedue d’alto in basso; ed 
ottengo così il poligono 2 • 17 • 19-20, che è un rettangolo. 

Vengo ora al nodo (16- IH - 19-21 ■ 22), e tiro la 21 pel punto 
(19-20)o la 22 pel punto (15- 1G); ottengo cosi un pentagono a 
contorno intrecciato. E continuando nello stesso modo, opero 
successivamente rispetto ai nodi o punti d’applicazioni delle 
forze 3, 15, 4, 14, 13, 5, 12 6, 11, 7, 10, 9. Siccome nel 
diagramma n, lo schema della travatura ed il complesso delle 
forze esterne hanno un asse comune di simmetria (la verticale 
media), cosi anche il diagramma b è simmetrico (intorno al 
l’orizzontale media). Cosi per es. il triangolo 9-45-44 è sim- 
metrico al triangolo 1 -17- 18; il rettangolo 8 -45- 43- 42 al 
rettangolo 2-17-19-20; occ. 

Tutt’i tronchi della tavola superiore sono compressi, tosi 
tutti quelli della tavola inferiore. Le saette oblique sono tutte 
compresse. Delle aste verticali, due sono tese, 23, 39; le altre 
sono compresse. 


38. 

Nella fig. 9.* a si contempla la metà di una rimessa di loco- 
motive (*). Le forze esterne sono i pesi 1, 2, 3, 4, 5 applicati 
ai nodi superiori della tettoja , c le reazioni 6 , 7 del muro e 


(*) Questo esempio è preso dalla tav. 19 deH’atlante della Graphi- 
arhr. Slntik di Cui.MANN. Ivi però, come lio già notato, i due diagrammi 
non sono rigorosamente reciproci. 
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della colonna. Anche qui le forze esterne sono tutte parallele, 
epperò il loro poligono nel diagramma b si riduce ad una linea 
retta. La forza G è (presa in senso opposto) uguale ad una 
parte del peso 5 ; aggiungendo la differenza agli altri pesi , si 
ha la grandezza della forza 7. 

Nel diagramma b coincidono in direziono lo linee 8, 13; la 
prima è una parte della seconda. Qui si presenta adunque, come 
poligono corrispondente al nodo (8 • 10- 1 fi ■ 13) una di quelle 
forme degeneri, delle quali si ò discorso nel n." 27 ; si ha cioè 
un quadrilatero 8 • 1 0 • 1 2 • 1 3, tre vertici (13 -8), (8- 10), (12- 13) 
del quale sono per diritto fra loro. 

Una forma degenere analoga è anche quella del quadrilatero 
5 * 17 * 18 - 6 corrispondente al punto dove il tetto s’appoggia 
sul muro; infatti i vertici (G-5), punto più basso del segmento 
6, (5-17), (18-6) sono in una stessa linea retta. 

Sono compressi i pezzi inferiori 8, 13, 18, le saette 10, 14, 
16, la colonna 7 ed il muro 6; sono tese le parti superiori 9, 
11, 15, 17, e la saetta 12. 


39. 

Il diagramma a della fig. 10.‘ rappresenta una capriata ai 
cui nodi superiori sono applicate le forze obliquo 1 , 2 , . . . 7 , 
che si possono considerare come risultanti dalle azioni combinate 
della gravità e del vento; le forze 8, 9 rappresentano le rea- 
zioni degli appoggi. 

Il poligono delle forze esterne è tracciato nel diagramma b 
con linee doppie. Si sono successivamente costruiti il triangolo 
1 -10- 11, il quadrilatero 9 - 10- 12-13, il pentagono 2 • 1 1 ■ 1 2 ■ 
14-15, il quadrilatero 1311- 16-17, il pentagono a contorno 
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intrecciato 3 ■ 15- 10 • 18 ■ 1!); il quadrilatero 4-19-20-21 , pure 
intrecciato ; il pentagono 1 7 ■ 1 8 • 20 • 22 • 23, ecc. 

Si trovano compressi i pezzi superiori 15 , 19 , 21 , 25 , i pezzi 
inferiori IO, 13 , 30 e le saette 12 , 16 , 24 , 28 ; tesi tutti gli 
altri membri. 

40 . 

Il diagramma a della fig. 11.* rappresenta un ponte sospeso, 
caricato nei nodi superiori dai pesi 1 , 2 ,..., 8, ne’ nodi infe- 
riori dai pesi 10, 11,... 16 ; i quali pesi sono equilibrati dalle 
due reazioni oblique 9 , 17 ai punti estremi della travatura (*). 

Il poligono delle forze esterne ha i primi otto lati distesi in 
una retta verticale, e i lati 10, 11,... sino al 1G parimente 
distesi in un’altra retta verticale. I lati obliqui 9 e 17 s’ in- 
tersecano, cosi che il contorno del poligono risulta intrecciato. 

Costruisco successiyamente i poligoni 

1 - 17 ‘ 19 - 18, 16-19-20-21, 2 • 18 -20-22-23, 

15-21 -22 -24 25, 3-23 -24 -26-27,..., 

che per la maggior parte sono a contorno intrecciato. 

Anche in questo esempio, i due diagrammi sono simmetrici. 

Il diagramma b mostra che i membri della parte superiore 
sono tutti tesi, c che la tensione decresce andando dalle estre- 
mità verso il mezzo; che sono tutti tesi anche i membri della 
tavola inferiore, ma qui la tensione diminuisce andando dal 
mezzo verso le estremità. Le saette sono alternativamente tese 


(*) Questo esempio è analogo a quello elle il sig. Maxwell dà nella 
sua Memoria del 1870. 
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e compresso, fuorché al centro, dove (lue saette consecutive sono 
tese l’una e l’altra. Considerando solamente le saette tese, o 
solamente le compresse, si vede che lo sforzo interno decresce 
dalle estremità verso il mezzo della travatura. 


41. 

11 diagramma a della fig. 1 2.* rappresenta una gru reticolare ; 
il peso proprio della, gru é distribuito in varie forze I, 2, 3, 
4,..., 9 applicate ai nodi; 5 comprende anche il peso acci- 
dentale che la gru dee sostenere. Tutti questi pesi sono equi- 
librati dalle reazioni degli appoggi, le grandezze delle quali si 
ottengono decomponendo il peso risultante in tre forze dirette 
secondo le linee 10, 11, 12. Le quali, prese in senso opposto, 
danno già le pressioni del puntone 10, della colonna 11, e la 
tensione del tirante 12. 

Nella figura è anche espressa siffatta determinazione delle 
forze esterne. Presi successivamente i segmenti d’ una stessa 
verticale che rappresentino i pesi 1 , 2, .... fl, si è fissato un 
polo; e projettati da esso i punti (0 • 1), (1 • 2), (2 • 3), ..., (8 • 0), 
(9 • 0) (*), si è costruito il corrispondente poligono funicolare. 
La verticale che passa pel punto comune ai lati estremi (0’ l), 
(9 • 0) sarà la linea d’ azione del peso risultante, la cui grandezza 
è del resto indicata dal segmento elio ha l’origine comune col 
segmento 1 e il termine comune col segmento 9. Se ora si de- 
compone questo peso risultante, che è una forza conosciuta iu 


(*) Qui (0 • 1) indica l' origine del segmento I; e (9 • 0) il termine del 
segmento 9. Nella figura, i raggi uscenti dal polo del diagramma b 
ed il poligono funicolare del diagramma a sono indicati con linee a 
tratti discontinui. 
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tutt’ i suoi elementi , in tre componenti le cui linee d’azione 
aia no IO, 11, 12, c ciò impiegando la costruzione già dichia- 
rai;! nel n." 34 c nella fìg. 6.“, si ottengono le tre forze 10, 1 1, 
12. Queste, prese in senso opposto, e i pesi dati costituiscono 
il sistema completo delle forze esterne. 

I’er ottenere il diagramma b, comincio dal costruire il poli- 
gono dello forzo esterne, prendendo queste nell’ordine in cui 
sono incontrato da chi percorra il contorno della travatura. 
Indi costruisco successivamente i poligoni corrispondenti ai nodi 
(5 13 14 ), (4 13 15 16 ), (6 14 15 17 18 ),..., col me- 
todo già esplicato. 

Il diagramma che ne risulta fa conoscere che sono tesi i 
pezzi della parte superiore, e compressi i membri inferiori; 
quanto alle saette, si alternano le pressioni colle tensioni (*). 


(*) Debbo esser grato al sig, ingegnere C. Saviottx, elle mi ha usato 
la cortesia di eseguire i disegni delle figure che accompagnano questo 
scritto. 
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NOTA. 


Noi italiani troppo spesso dimentichiamo i meriti de’ nostri conna- 
zionali. Il mio dottissimo amico prof. Cuelini, poiché ebbe veduta la 
1* adizione di quest’opuscolo, mi fece ricordare che la teoria delle 
figure reciproche, offerta dalla statica nella riduzione delle forze, prima 
che da MoBIus, fu data dal sig. Gaetano Giorgini (ora senatore del 
Iìegno) in uua Memoria che ha per titolo Sopra alcune proprietà dei 
piani de' momenti principali e delle coppie di forze equivalenti, da lui 
presentata alla Società Italiana delle scienze nel 1827 e stampata nel 
t. 20 (Modena 1828) delle M cmoric della Società. Ivi a p. 247 si legge 
il teorema sulla corrispondenza fra punti e piani; a p. 249 quello sulle 
rette reciproche; ed assunto l’asse centrale per asse delle z, l’Autore 
ottiene formole, che in sostanza non differiscono da quelle del n.° 5. 

Il medesimo prof. Chbmki ebbe la bontà d’ informarmi che « il GlOlt- 
« OINI è autore di un' opera Elementi di statica (Firenze 1835), dove 
« sono dimostrate parecchie proposizioni contenute nella Memoria del 
« 1828 » ; e che a nella Correspondance mathématique et phy- 
« sique di A. Quetei.et, t. II (Bruxelles 1830), p. 112, il sig. Chasles, 

• parlando del Giorciini giù stato suo compagno di studi alla scuola 
« politecnica di Francia, fa allusione alla sunnominata Memoria, e dice 
» che anche in tale ricerca i due antichi condiscepoli si sono incontrati 

• insieme nelle medesime vedute. » 

L’illustre Cuasles espose la teoria delle figure reciproche, di cui qui 
ù discorso, anche nella sua Memoria Sur deux principes gintraux de la 
Science: la dualiti et l’homographie, presentata nel 1830 all’Accademia 
delle scienze nel Belgio e inserita nel t. II dei Mémoires couronnés 
(Bruxelles 1837): veggasi p. 679. 


* 
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